Tarea Calculo 3

Equipo 19
August 2020

Problema 1

Calcula la ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas y la for-
ma cartesiana del plano 7 que pasa por los puntos P(2,-1,4), Q(1,2,3)
y R(-2,0,5).

W: P(27_1’4) - Q(la ) )

2,3) = (1,-3,1)
@ = R(_270a5) - P(1)273)

= (_37 _27 2)
» Ecuacion Vectorial.
Donde @ = (1,-3,1), v = (—3,-2,2) y x0, Y0, 20 = (1,2,3)

oz, z) =(1,2,3) + A(1,—3,1) + pu(—3,-2,2)
» Ecuaciones Parametricas.

Tenemos que (z,y, z) = (zo + w1 A + V1L, Yo + U2\ + Vaps, 20 + us + V3 L)
Donde 4 = (1,-3,1), v = (—3,-2,2) y x0, Y0, 20 = (1,2, 3)

T =xo+ UL\ + v
Y = Yo + u2A + v2p
z=2zp+ usA + vz

= (2,9,2) = (11 1N) + (=3)u), (2 — 3A+ (=2)p0), (3 + 1A +2) = (1 + A —
3u), (2 =3\ —2u), 3+ A+2u)

r=1+X—3u
y=2-3\—2u
z2=3+A4+2u

» Ecuacién Cartesiana.

@ =P(2,-1,4) — Q(1,2,3) = (1,-3,1)
QR = R(-2,0,5) — P(1,2,3) = (-3,-2,2) o
Hacemos el producto punto entre los vectores QP X QR



3

PxQR=|1 =3 1|=[-3(2)~(-2)(V))i—[1(2)~ (=3)(1)}j +[L(~2) ~
2
(243)j+ (-2 -9k = —41 — 55 —11lk= 7

T(z,y,2) = QT =T(x,y,2) — P(1,2,3) =2 — 1,y — 2,2 — 3
QT -m=0
= (r—1y—2,2-3) (-4,-5,-11) =0
= (x-1)—4+(y—2)—-5+(2—-3)—-11=0= —4o+4—-5y+10-112+33 =0
= —4dx —5y—1124+47=0
=—4x — by — 11z = —47
o+ By + 11z = 47

[ ]
p 4x+ 5y + 112=47

N

= = = =i

‘a{

a
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Figura 1: Grafica del plano que pasa por los tres puntos P,Q y R.

Problema 2

Calcular la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por P(0,0,0)
y es ortogonal a las rectas L y L, cuyas ecuaciones paramétricas estan
dadas por:

r=14+X r=44p
y=—2+4\ y=1+2p
z=147\ z=—145u

Obtenemos a partir de las ecuaciones paramétricas dos vectores de direccién by
y bg.

by = (1,4,7) y by = (1,2,5), siendo Py = (0,0,0). Utilizando la propiedad,
endondesia L bs a-b=0.Sean = (a,b,c) el vector direccién de la recta
que deseamos descubrir.

Realizamos el producto punto entre 7 - by = 0 = (a,b,c) - (1,4,7) = 0 =
a+4b+T7c=0



Ahora realizamos el producto punto entre 72 - by = 0 = (a,b,c) - (1,2,5) =0
=a+2b+5c=0

Restamos ambos resultados obtenidos al realizar el producto punto, para de
esta forma eliminar a. = 2b+2c=0= 2b=—2c = b= —c

Ahora sustituimos b = —c = a+ (—4¢) +Tc=0=a+3c=0= a= —3¢
=n=(—3c,—c,c) =c(-3,—-1,1)

= L = {(0,0,0) + \(=3,-1,1)}

Por lo que la ecuacién parametrica de la recta esta dada por:
(z,9,2) = (0,0,0) + (=3X, =\, )

T = -3\
y=—A
z= A\

Figura 2: Gréfica de la recta que pasa por el punto P(0,0,0) y ademds es
ortogonal a las rectas Ly y Lo.

Problema 3

Calcular la ecuacién cartesiana del plano que pasa por P(1,-1,4)
y es paralelo a las rectas L; y Lo cuyas ecuaciones estan dadas por

=2+ 3\
y=—-14+2A .
e =T+4) =t =
De las ecuaciones paramétrica y obtenemos dos vectores. & = (3,1,4) y
7= (5,2,6)

Como el vector de interés es paralelo a las rectas Ly y Ls, su vector normal 7

es perpendicular al vector director T de la recta, esto se muestra en la figura 3.
Entonces aplicamos el producto escalar

n-7=(a,b,c)(5,2,6)=5a+2b+6c=0

y continuamos con el producto escalar



n-u=(a,bc)(3,1,4) =3a+b+4c=0.

Restamos ambas ecuaciones obtenidas de modo que obtenemos:

2a+b+2c =0= b= —2c—2a. Ahora sustituimos b en 5a+2(—2c—2a)+6¢ = 0
a lo que obtenemos a +2c=0 = a = —2c

Dado que b = —2¢ — 2a. y a = —2¢, entonces sustituimos b = —2¢ — 2(—2¢) =
b=2c

=7 = (—2¢2cc) =c¢(—2,2,1)

Ahora calculamos la ecuacién cartesiana del plano que viene dada por:
a(x —xo) +b(y — yo) + c(z — 2p) = 0 Sustituimos los valores utilizando el punto
P(1,-1,4) = —2(x—-1)4+2(y—(-1)+1(2—4) = 0= —22+24+2y+2+2-4=0
= 2r4+2y+z2=-2-2+4+4
= 224+2y+2=0
S22+ 2y+2=0

Figura 3: Gréfica del plano que pasa por el puntos P(1,-1,4) y ademads es paralelo
a las rectas Ly y Lo.

Figura 4: Gréfica del plano que pasa por el puntos P(1,-1,4) y ademés es paralelo
a las rectas Ly y Lo.



Problema 4

Encontrar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(2,6,—1) y
es ortogonal a la recta de intersecciéon de los planos.

z=—-14+2X\+3u
y=4\—pu y 22—-5y+z2=0
z=2-3\4+2u

Considerando la primera ecuacion, podemos saber que los puntos que estén con-
tenidos en el plano que describe van a ser de la forma (x,y,2) = (-1,0,2) +
A(2,4,-3) 4+ (3, —1,2). Esta serfa la ecuacién vectorial del plano.

Ahora, de esa ecuacién tenemos que (x + 1,y,z — 2) = A(2,4, —3) + u(3,—1,2).

Y como estamos en R?, se tiene que para tres vectores, uno combinacién lineal
z+1 y z—2
2 4 -3 ‘ =0.
3 2

de los otros dos, el determinante de los tres debe se cero. Asi )

S+ 1D)8=3)—y(d+9)+(2—2)(—2-12) =0

= (x4+1)5) —y(13)+ (2 —2)(-14) =0

=br+5—13y—142+28=0

= bhr — 13y — 14z = —33.

Entonces ahora tenemos dos planos con su ecuacién en formal general (carte-
siana)

Figura 5: 2z — 5y + 2z =0

Figura 6: 5z — 13y — 142 = —33



Si esos planos se intersectan deben generar una recta

Poniendo ambos en un sistema de ecuaciones obtenemos

20 —by+2=0
S5r — 13y — 14z = —33

y aplicando el método de Gauss-Jordan tenemos que

2 -5 1 0y (2 -5 1 0y (2 0 166 330)\ (1 0 83 | 165
5 —13 —-14 | =33 0 -1 —-33|—66 0 -1 —-33| —66 0 -1 —-33|—66

83z = 165
T 8se Entonces hay infinitas soluciones para el sistema, asi
—y — 33z = —66
x =165 — 83t
y=-33%t+66 ,tcR
z=t

que es la ecuacién paramétrica de una recta en R? y vista en forma de ecuacién
vectorial es (x,y,z) = (165,66,0) + ¢(—83,—33,1)

|

Figura 7: (x,y, z) = (165, 66,0) + ¢t(—83,—33,1)

Por lo tanto el vector director de la recta generada por la interseccién de los
planos es ¥ = (—83,—-33,1).

Ahora ya tenemos un punto que estd en el plano que buscamos (P(2,—6,1)) y
un vector que es ortogonal (¢ = (—83, —33, 1)), solo resta encontrar dicho plano,
llamémoslo 7.

Con la informacién del vector normal sabemos que el plano va a ser de la forma



m:—83x—33y+z2z+ D =0.

Sabemos también que el plano pasa por el punto P entonces sustituyéndolo en
la ecuacion anterior, se debe mantener la igualdad y asi encontraremos el valor
D.

—83(2) —33(6) -1+ D=0= -365=—D =D =365

. —83x — 33y + 2 + 365 = 0 es la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(2,6,—1) y es ortogonal a la recta de interseccién de los planos iniciales.

A
+

Figura 8: —83x — 33y + 2+ 365=0

Problema 5

Demuestra que N2, By,,(0) = {0}.
Para demostrar acerca de una interseccion infinita, calculamos el limite de
la interseccion finita al infinito.

Nr=1B1/x(0) = 7}1_{20 Ni=1B1/£(0) = lim B/, (0) = Bo(0) = {0}

n—oo

pues Bl(O) > Bl/k(o) D] Bl/(k+1)(0) D Bl/n(O) D Bo(O) = {0}

Problema 6

Demuestra que:
a) La frontera de toda bola abierta es la esfera con el mismo radio y
centro.
Dem. La bola abierta de de centro x y radio r es el conjunto
B(x, r)={y € X : d(z,y) <7}
La frontera es el conjunto Fr(B(x, 1))={z € X : 2 € B — B°}=
{z€X:2€B & 2¢B°}y={z€X:d(z,2)<r}n{ze X :d(x,2) >r} =
{ze X :d(z,z) =1}
Y sabemos que la definicién de esfera con centro en x y radio r es el conjunto
S(x, r)={a € X : d(a,y) = r}, que es exactamente lo que obtuvimos de la
Fr(B(x, r)).
b)La frontera de una esfera es ella misma.



Dem: La esfera por definicién es S(x, r)={y € X : d(z,y) = r}. Dado que la
FrS)={ye X :ye S—-S°}={ye X:ye S & y ¢ S°} y por la definicién
de esfera (S(x,r))°= . Por lo tanto, Fr(S(x,r))={y € X : y € S}={y € X :
d(w,y) =1}
c)Demuestra que un punto es cerrado en R".
Dem: Sea p un punto p € R™ queremos comprobar que R™\p es abierto. Un
conjunto es abierto si dado € R™\p 3 una bola abierta B(z,r) C R™\p, y es
claro que existe esta bola que cabe en todo R™\p, y no es necesario centrar la
bola en p, y toda bola no centrada en p esta en el conjunto.
d) El conjunto [1, co) es un subconjunto cerrado en R.
Para demostrarlo vemos que su complemento es abierto A=(-oc0, 1).
Como todo intervalo abierto es un abierto, ya terminamos.

e)El conjunto dado por A = (0,00) x (0,00) es un conjunto abierto
en R”. Dibtjalo.
El producto cartesiano de abiertos es un abierto, por lo que A es un abierto.



Problema 7

a) ;Cudl es la frontera del conjunto Q x Q en R?
P.d. Fr(Q x Q) = R?
Dem: Fr(Q x Q) C R? pues es subconjunto
P.d. Fr(Q x Q) D R?
Dem: Sean r > 0y (x9,¥0) € R?, nos situamos en B,.(xg,o). Si sobre el eje x
nos desplazamos a la derecha una cantidad r/2, entonces existe p € Q tal que
D € (xo,x0 + r/2). De forma similar si nos desplazamos en y entonces existe
g € Q tal que § € (yo,y0 + r/2). Entonces como
o <p<zo+71/2 = |p— 0| < |0 +71/2— 20| =7/2, y de forma similar
Yo <G <yo+r/2 = [§—yol <|yo+7/2—yo| =1/2, se cumple que
(7,7 — (zo,y0)ll < [P — w0l + [ — w0 <T = (P,7) € Br(z0,%0), y como
(7,9) €@ xQ = By(x0,90) N (Q x Q) # 0.
También 3’ € Q°, tal que D' € (zg,z0 +7/2), y 37 € Q°, tal que
7' € (y0, yo-+7/2), lo cual implica que ||(5',7')— (2o, 9o)I| < B/ 0| +I7’—zo| < r
= (7/,¢) € Br(z0,y0) y como (p',7’) € Q° x Q°
= B,(z0,y0) N (Q°¢ x Q°) # 0. En consecuencia
(20,90) € Fr(Qx Q) = R2C Fr(Q xQ)
S Fr(Q x Q) =R2.

b) ;Quien es el complemento de Q x Q en R%. Y ;quien es
Fr(R*\Q x Q)?
Por definicién del complemento de un producto cartesiano, sea Q C R
@xQ)*=(Q@xR)URxQ)
Como Fr(A) = Fr(A°), Fr((Q x Q)°) = Fr(Q x Q) = R?

Problema 8

Demuestra que A = A° U Fr(A)
Debemos probar la doble contencién. Queremos demostrar que si z € A —
r€e A°UFr(A) -z A° 6z € Fr(A).
Tenemos dos casos, que € A° C A — x € A°U Fr(A). Y en el caso 2
r¢ A°CA—oreAyr¢g A’ >axeA—A°=Fr(A) -z € Fr(4d)UA°.
S ACA°UFr(A)
Ahora el regreso si x € A°UFr(A), podemos elegir indistintamente A° o F'r(A),
por conveniencia tomamos A° por sus propiedades x € A° C A C Ay se
demuestra. Ahora si tomamos un punto en la frontera que por definicién es
Fr(A)={y € X : y € AN (A°)°} y entonces * € A C A y se cumple lo que
deseamos. .. A D A° U Fr(A)
S A=A°UFr(A)

Problema 9

Sea A = {75 : n € N}. Demuestra que A sélo tiene un punto de
acumulacién. ;Quién es la adherencia de A? Y ;Fr(A) y A°?



Para cada n el entorno de nLH de radio r contiene elementos que no son en
A, pues para algin 1, € R <r, 27 + 1, # 57, m € N, ya que, por ejemplo,
la suma de un irracional més un racional da un irracional. Y para n — oo,
todo entorno de radio € contiene al menos un elemento de A, pues como el

lim, 00 557 = 1, esto es para todo € > 0 existe una c tal que ‘HL_H - 1‘ < €,
n

siempre que n > ¢, entonces iy esta en la bola de radio € y con centro en 1.
En consecuencia A% = {z € R : Vr(B,(z) — {z})N A # 0} = {1}

Vemos que todo elemento de A admite toda bola de radio r con centro en
T=37 € A, entonces el centro pertenece a A y toda bola de radio r, por lo que
ANB,.(x) # 0. Por otra parte como lim,, nLH = 1, entonces para toda € existe
una c tal que

o 1‘ < ¢, siempre que n > ¢, es decir, B.(1) D {HLJrl :n > c},

por lo que B.(1) N A # ), entonces A = AU {1}.
Como Fr(A) = AN A¢, calculamos entonces A¢. Como
A¢ = {zx € R:VrB,(z) N A¢ # ()}, entonces, observamos que todos los puntos
que no pertenecen a A, es decir, A°, pertenecen a la cerradura A€, pues cada
bola abierta B,.(y) alrededor de cada uno de estos puntos y € A° estd contenida
en A°, por lo que B, (y) N A® # (), por otra parte, los puntos que pertenecen a
A pertenecen a la cerradura A€, pues para todos los puntos en A, con a € A,
B,.(a) N A€ # 0, ya que las bolas centradas en estos puntos contienen puntos de
A¢, entonces A° = AU A° = R. En consecuencia Fr(A) = ANA¢=ANR = A.
Como Fr(A) = A— A° y Fr(A) = A, entonces A = A — A°, y entonces
A° =10
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Problema 10

Demuestra que A = AU A°
Dem:
Pd. AC AU A%
Sea x € A, esto implica dos casos:
1)siz e A = z € AUA"
2)siz ¢ A = x¢ A & x€ A
= (Vr:B2(z)NA=0) & (Vr:B.(z)NA#0)
= {2}NA#0 = € A = xe€ AU A®
L ACAUAC
P.d. AU A® C A
Seax e AUA* — xze€ Adxe A%
SircA = xz€A puess ACA
Sizrc A = xc A pues ACA - AUA*CA

Finalmente, entonces, A = AU A®

Problema 11

Demuestre que si f: R" — R™ es una funcién continua, entonces
la imagen inversa de abiertos en R es abierta en R". Lo mismo con
cerrados.

Dem: Sea V' C R™ un conjunto abierto y z € f~1(V)

ent. f(z) € V y como V es abierto existe €, > 0 tal que B, (f(z)) C V.

f es continua en x (pues lo es en R™)

asf existe 6, > 0 tal que Bs, (x) N R" C f~1(B., (f(z))

haciendo esto para cada x € f~1(V)

tenemos que (U s ) Ba, (EDOR" = Uy g0 (Ba, ()R € U1 £ (Be, (£ (1)
CFHV) € (Upegrvy Be (@) N R ie. f7HV) = (Upep-1(v) Bs. (2)) N R"
sea U = Umeffl(\/) Bs, (x), observemos que U es un conjunto abierto ya que es
el resultado de la unién de abiertos

ent. f~1(V) es la interseccién de R™ y un abierto

por lo tanto f~1(V) es un conjunto abierto.

Supongamos que V' C R™ es un conjunto cerrado

se tiene que V¢ es un conjunto abierto, por lo tanto

AV = fFHR™ = V) =R"n(R" = f~Y(V)) = R" = f~}(V)

asisi x € R" entonces x € f~1 (V) =z € fTY R -V)= f(x) e R" -V

S f@) gV g (V) S ae R — (V)

como f~1(V¢) es un abierto en A, f~1(V¢) = FNR" para algtin abierto F C R"
fHV)=R"—(R"~f~}(V)) = R"~ f~(V) = R"~(R"NF) = R"N(R"~F)

como F es abierto F es cerrado y entonces f~1(V) = R" N F€ es un cerrado.

Problema 12

Si f:R"™ — R™ es una funciéon continua, demuestra que para toda
y € R™, {x e R™: f(z) =y} es cerrado.
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{x € R™ : f(z) = y} = f~1(R™), como la pre-imagen de un cerrado es
cerrado, y como el conjunto R™ es cerrado, entonces
{r e R™: f(x) =y} es cerrado

Problema 13

Sean f:R" - R™y g:R®” - R™, dos funciones continuas. Demues-
tre que el conjunto {x € R": f(z) = g(z)} es cerrado.

{reR": f(z) =g(x)} ={z eR": f(z) =y, & g(z) =y}, paray € R™
={zeR": f(z) =y} N{z € R": g(x) = y}

Como la interseccién de cerrados es conjunto cerrado, y como se demostrd
en el ejercicio 12 que ambos conjuntos de la intersecciéon mostrada son cerrados,
entonces el conjunto {z € R"™ : f(z) = g(x)} es cerrado.

Problema 14

Sea f:R?® — R la funcién f(z,y,2) = 22 + (/22 + y2 — 2)? — 1. Dibuja
las superficies de nivel -1, 0 y 1. Incluye las trazas de dichas superficies
obtenidas con los planos paralelos a XY, XZ, YZ.

La superficie de nivel ¢ es la superficie 22 + (y/22 + y2 — 2)? — 1 = ¢ entonces
si queremos graficar la superficie de nivel -1, lo que debemos graficar es 22 +
(V22 + 92 —2)2 — 1 = —1 que es equivalente a 22 + (2 — /22 +y2)2 = 0. La
superficie resultante es un toroide con distancia del centro del circulo al eje y
de 2 y radio del circulo de 0 por lo cual no la podemos graficar.

La de nivel 0 serfa 22 + (/22 + y2 — 2)2 — 1 = 0 que es equivalente a 2z + (2 —
V12 +y2)? = 1. La superficie resultante es un toroide con distancia del centro
del circulo al eje y de 2 y radio del circulo de 1

Figura 9: 2% + (2 — /22 +y?)? =1

Y por 1ltimo la de nivel 1 serfa 22 + (\/22 + y2 — 2)2 — 1 = 1 que es equivalente
a 2?2+ (2— /22 +42)? = 2. La superficie resultante es un toroide con distancia
del centro del circulo al eje y de 2 y radio del circulo de v/2

Para las trazas de las superficies con planos paralelos a los coordenados debemos
considerar las siguientes ecuaciones:
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Figura 10: 22 + (2 — /22 + ¢y2)2 =2

Para planos paralelos al XY las trazas generadas por la curva de nivel seran
curvas de la forma 72 + (2 — /22 + y2)? = c+ 1

Que como podemos ver son dos circulos concéntricos, en los cuales varian los
radios segun la r que escojamos.

Para planos paralelos al XZ las trazas generadas por la curva de nivel serdn
curvas de la forma 2% + (2 — Va2 +1r2)2 =c+ 1

Figura 11: r = 2

Por 1ltimo para los planos paralelos al YZ las trazas son de la forma 2% + (2 —

Vri+y2)2=c+1
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Figura 12: r =1

Figura 13: r =0

Figura 14: r = 0,5

Problema 15

Dibuja la curva determinada por la parametrizacion «(t) = (cos ¢,sen t,1—
sen t). Determina la ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas y
la forma cartesiana del plano en el que se encuentra dicha curva.

De la ecuacién ya parametrizada a(t) = (cos t,sen ¢,1 — sen t) sabemos que

r=cos t,y=sentyz=1—sen t
y también sabemos que sen? t + cos® ¢t = 1 por lo tanto 2 + y? = 0.

14



Figura 15: r = 1,5

Figura 16: r =3

Otra ecuacién que nos da la parametrizacion es z =1 —y yaque z =1 —sen ¢
yy=sen t

Figura 17: 22 +y? =0
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Figura 18: z=1—y

Al intersectar ambas figuras, obtendremos la curva parametrizada por «(t)

Figura 19: 22 + 2 =0y z2=1—y

Figura 20: a(t) = (cos t,sen t,1 — sen t)
Ahora hay que encontrar el plano en el que se encuentra la curva. Como la
curva es generada por la interseccién de un cilindro y un plano (7 :=z =1-—y)
entonces V¥ € «a(t) se tiene que & € .

Por lo tanto la ecuacién cartesiana del plano que contiene a «(t) es

y+z—1=0

Si ponemos a = y a z como pardmetros obtenemos otra ecuacién. Si x = Ay
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z = p entonces y = 1 — p. Asi la ecuacién paramétrica del plano es

T=A
y=1—p ApeR
2=p

De aqui podemos sacar rapidamente la ecuacién vectorial, ya que tenemos infor-
macién del punto y de los vectores directores en la ecuacién anterior. El punto
que estd en el plano es P = (0,1,0) y los vectores directores ¢ = (1,0,0) y
@ = (0,—1,1) entonces la ecuacién vectorial del plano es

(#,y,2) = (0,1,0) + A(1,0,0) + p(0, —=1,1)

Problema 16

Determina el dominio y dibuje la grafica de la funcién dada por:

2 y?
flay)=cfl- 5+ (1)
El valor dentro de la raiz debe ser mayor o igual a cero.

2
%2 — %7 <1 recordemos que esta es la ecuacién de la hipérbola en el plano R?

que se ve de la siguiente forma

El dominio de la funcién es el conjunto {(z,y) € R*: % — g—z <1}

Podemos hacer f(z,y) = z para despejar la ecuacién y sea més facil visualizar
el2 resultado.zResulta:

% + % — % = 1 Hacemos las trazas zy y yz. Si z = 0 obtenemos la misma

17



hipérbola en zy. Si = 0 queda la hipérbola en yz; y en y = 0 queda una elipse
en el plano zz. Podemos tomar diferentes valores para a,by c.

La grafica final aparece de esta manera para a =b=c = 1:

Problema 17

Demuestre si existe o no el limite en el punto indicado.

, 2
1. llm(x7y)_>(070) —\/;T?ﬁ
Dem: p.d. Ve > 0 3§ > 0 tal que si 0 < /22 + 2 < & entonces
| —=2— — 0| <e.

2
Va2 +y?
claramente 0 < 22 < 22 + 32
ent. 22 <2’ 4+ e 1< L o L <L e 2 < 2

Como |z| < /22 + y? < 4, hacemos § = ¢, entonces |z| < €
| .’L‘2 < IL‘2

_ 2t o= 2 _ 2 o
N 0l |\/m2+y2| Sty = Var | <e

Problema 18

Demuestra mediante la definicién (e — J) que las siguientes son
funciones continuas en (0,0)
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W fag) - LT @9 #00)
0’ (x,y) = (an)

5 (@) #(0,0)

b) f(z,y) = {Of (5.9) = (0.0)

a) p.d. Dado ¢ > 0, existe ¢ > 0, tal que
Iz, y) =0l <6 = |[f(z,y) = f(0,0)]] <,

(g 0,0
Fla,y) = Ve (z,y) # (0,0)
0, (9:7 y) = (07 O)

Dem: Notemos que

2?2 — 2

I i I R o | D e >
VA : e

SV VR T R e

/1'2 + y2
Haciendo § = e,

(2, y) =0l = Va2 +y2 <6 = |[|f(x,y) — £(0,0)]| =
b) p.d. Dado € > 0, existe § > 0, tal que
I[(z,y) = 0|l <6 = |[|f(z,y) — f(0,0)]| <,

2?2 — 2 |

2_ .2
x—y_o‘<€

4 4

z.y) = 9;27—_1-52’ (z,y) # (0,0)
few {0, (z,y) = (0,0)

Dem: Notemos que

$4 _ y4 4 23722»/2

o4 (—yt) + 207 _ Jt 4 2277+ |y
x2 4 92

22 + 42 = 22 + 42

2ty -
22 + 42 N

_ 2yt 222 4y et 2yt @4y, s
{L‘2+y2 - $2+y2 $2+y2 1‘2+y2
= Va2 +y?V/a? +

Como /22 + y2 < §, entonces /22 + y21/x2 + y2 < §y/22 + 92 < 6%, y asi
z? + y? < §2. Si hacemos § = /e, entonces

at — oyt

f(z,y) = f(0,0)]] = PN

—O’<x2+y2<52:e
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